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RECHNER - PERIPHERIE

Teil 3: Warteschlangen-Berechnung
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1. Einfuhrung

Die Leistungsfahigkeit der Rechner-Peripherie bestimmt in vielen Féllen die Reaktionszeit des
Rechners. Die Berechnung der Leistungsfahigkeit (Zahl der Zugriffe/s, mittlere Datenrate und
Transferzeit pro Datei bei der Platte oder beim ,,Backup*“-System ...) ist daher in der Projektphase
schon von groBer Bedeutung.

Bei der Berechnung kann man von unterschiedlichen Annahmen ausgehen:

* Annahme 1: idealisiert = ,,hur* Bearbeitungszeit
Der betrachtete Vorgang (Datentransfer zu einem Gerit) lauft isoliert in Rechner ab. Es erfolgt
keine Behinderung durch andere Vorginge. Die Berechnung ist relativ einfach anhand der
Geritedaten.

* Annahme 2: Realitat = Wartezeit + Bearbeitungszeit
Im Rechner und der Rechner-Peripherie laufen in Realitdt viele Vorginge quasi-parallel ab
(Multiuser- oder Multitasking-Betreibssystem). Die Vorgénge behindern sich gegenseitig; z.B.
muf} ein Datentransfer warten weil die Platte schon belegt ist. Zu der eigentlichen Dauer des
Vorgangs miissen Wartezeiten addiert werden, die - wie sich spdter zeigen wird - oft ldnger sein
konnen als die eigentliche Bearbeitungszeit. Wenn mehrere voneinander unabhingige Vorgédnge
ablaufen konnen die Wartezeiten nur mit statistischen Methoden berechnet werden. Die
Warteschlangentheorie liefert dem Ingenieur die Formeln fiir die Berechnung dieser
Wartezeiten.

Beispiele:

¢ Programm-Stau vor der CPU
Ein Prozessor arbeitet im Zeitscheibenverfahren (Multitasking-System). Die Zeitscheiben (.. 10ms ..) werden den
Programmen der verschiedenen Anwender zugeteilt. Die Programme stehen in einer Wartesschlange vor der CPU und
konkurrieren um die Prozessorzeit.

* Auftrags-Stau vor einem Gerét
Die Auftrige an eine Platte werden in einer Warteschlange im Platten-Controller gesammelt und warten auf die
Abarbeitung. Der Warteschlangenbetrieb eines Geréte-Controllers wird von der SCSI-Schnittstelle mit Befehlen
unterstutzt.



Prof. Dr. Erhard Vollmann RECHNER-PERIPHERIE Fachhochschule Miinchen
vollmann@ee.thm.edu 14.10.07

* Transfer-Stau vor dem Server im Netz
Programme und Daten werden meist zentral auf der Platte des Servers in einem Netz verwaltet. Bei gleichzeitigem
Zugriff mehrerer Teilnehmer (PCs) auf den Server kann nur eine Anforderung bedient werden; die anderen werden in
die Warteschlange des Servers eingeordnet.

¢ Zyklen-Stau vor einem System-Bus
Gerite-Controller und CPUs greifen iiber einen System-Bus auf einen gemeinsamen Speicher zu. Bei gleichzeitigem
Zugriff darf jeweils nur ein Busteilnehmer den Bus belegen; die anderen miissen warten. Die Wartezeit am Bus
verlangert die Zykluszeit. Wird der Buszugriff {iber eine Bussteuerung (Bus-Arbiter) verwaltet, dann bilden die
anstehenden Anforderungssignale (Bus-Requests) am Bus-Arbiter praktisch die Warteschlange.

Die Formeln der Warteschlangentheorie sind tiberall dort einsetzbar wo es wegen
* unregelméBigen Ankiinften von Auftrigen und/oder wegen
* unregelméBigen Abfertigungszeiten von Auftrigen
zu Stauungen kommt.

Die Warteschlangentheorie liefert die Wartezeit, die ein Auftrag ,,im Stau steht (z.B. im Stau vor
dem Plattenspeicher).

Wartezeit = Zeit von Auftragsankunft bis Beginn Bearbeitung.

a) alles regelméBig (Ankunft, Abfertigungszeiten):

t
b) Ankunft unregelméBig: - Wartezeit
t
c) Abfertigungszeiten unregelmaBig: > Wartezeit
t

Bild: Gerat mit ca. 66% Auslastung
a) alles regelmaRig (Ankunft, Abfertigung) = kein Stau
b) Ankunft unregelmafig -2 Stau
c¢) Abfertigung unregelmafiig = Stau
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2. Definitionen

Eine Warteschlange ist in einer Tabelle im Speicher, in der die wartenden Auftrige gesammelt sind,
hinterlegt. Ein Auftrag fiir eine SCSI-Platte belegt z.B. ein 12Byte-Feld. Die Auftragsfelder sind
iiber Zeiger verkettet; ihre Reihenfolge wird nach unterschiedlichen Prinzipien (FIFO, Prioritit)
geregelt. Ist das Betriebsmittel (Gerét) frei wenn ein Auftrag eintrifft, dann wird dieser sofort
bearbeitet (kommt nicht in die Warteschlange). Der Anteil der wartenden Auftrige hingt von der
Auslastung des Betriebsmittels ab. Nach Beendigung des Auftrags wird dieser aus der
Warteschlange geloscht.

> —»
6 Auftriage in Warteschlange Betriebsmittel, z.B. Festplatte Auftrag fertig
ta, A L,t, Lops M,
Yo,

Bild: Warteschlangen-Modell

ta Ankunftszeit (Zeit zwischen 2 ankommenden Auftragen)
A Ankunftsrate (Auftrage/s)

to Bedienzeit eines Auftrags (Bearbeitungszeit)

Y7, Bedienrate (Auftrige/s), Abfertigungsrate

Yo, Auslastungsgrad

L Lange der Warteschlange (Auftrige)

ty Wartezeit eines Auftrags in der Warteschlange

ty,  Durchlaufzeit eines Auftrags

Mittelwerte: /14, /A, /tg, /i, /L, /t, (1, Atg, it Loty )

Lpg =1ty g

pzizi-tw; p=1=100%, p=0=0%
U
p <1 (<100%) ist Annahme bei allen Berechnungen

t
L=t,-A=-"L
tA

P(t,>0)=p Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Auftrag warten muf}
P(t,,=0)=1- P(¢,,>0)= 1-p Wahrscheinlichkeit, da3 ein Auftrag nicht warten muf3
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3. Verteilungsfunktionen
Unter der Annahme, daf3 die Ankunft der Auftrage unregelmaBig ist (=statistisch unabhingig), wird
ihre Verteilung durch eine Poisson-Verteilung beschrieben.

| | | | | | | t
| Af | | | | | |
A* At Zahl der Auftrage, die im Mittel in A¢ eintreffen
(A-At)f
Poisson-Verteilung: P== . ~¢ %" Wahrscheinlichkeit fiir & Aufirigein At
Poisson-Verteilung: beschreibt die Wahrscheinlichkeit, daf3
Py k Auftrage in At eintreffen

0,3 —
0,2 —

0,1 —

0 , | | 1
0 1 2 3 4 5
Bild: Beispiel fiir Az=1s, A=2 Auftrage/s
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Wenn die Auftridge nach einer Poisson-Verteilung eintreffen, dann sind die Ankunftszeiten ¢4+ nach
einer negativen Exponentialfunktion verteilt.

t

f(t)= e ' mit f{z) = Wahrscheinlichkeit, daB z4 > ¢
J)-f(t+ At) Wahrscheinlichkeit, daf3 ¢4 im Intervall ¢ <t < (t+At) liegt.
L
ft)y=e"
10 4
05 4+
o L I t/t
0 1 2 3 4 A
gild: negative Exponentialfunktion {z.B.: 13% aller Ankunftszeiten z4 sind grofer als 2
1y}
F@)=1-f1 Wahrscheinlichkeit, dal #1 < ¢.

Die negative Exponentialfunktion kann in gleicher Weise auch auf die Verteilung der Bedienzeiten
t,, angewendet werden (falls die Bedienzeiten statistisch verteilt sind).
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4. \Warteschlangen ohne Prioritaten

a) Bedienzeiten 7, mit negat. Exponent. Verteilung

Warteschlange:

Ankunftszeiten 74 : negat. Exponent. Vert.
Bedienzeiten ¢, : negat. Exponent. Vert.
Disziplin: FIFO

(wer zuerst kommt wird zuerst bearbeitet = alle Auftrige haben gleiche Prioritét)

Mittlere Wartezeit E eines Auftrags, der sich in der der Warteschlange befindet:

. Z alle Wartezeiten 1 —
- Zalle_ wartenden_Auftrdge C1- o, S

Mittlere Wartezeit a , bezogen auf alle Auftrage (wartende und nicht wartende):

— Zalle_Wartezeiten o —

t, = = 't
g ZQZIe_Auﬁrdge 1-p %

by =p-ty

Wabhrscheinlichkeit P(n), da3 genau n Auftridge in der Warteschlange stehen:
P(n)=~1-p)-p" n=0,1,2,3.....

Wabhrscheinlichkeit P(n), da3 mindestens n Auftrdge in der Warteschlange stehen:
P(zn)=p"
{P(0)=(1-p)-p"=1-p = Wahrscheinlichkeit, daB Gerit nicht belegt ist}
{P()=(-p)-p' =(1-p)-p=p-p’

p = WS, daB} Gerit belegt ist

o = WS, daB mindestens 2 Auftriige in der Warteschlange steht}

{PE0)=p" =1 Dies trifft immer zu! Bedeutet, da3 die Warteschlange entweder leer ist oder
>= 1 Auftrag hat}
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b) Konstante Bedienzeiten 7,

Warteschlange:

Ankunftszeiten £4: negat. Exponent. Vert.
Bedienzeiten 7 konstant
Disziplin: FIFO

(wer zuerst kommt wird zuerst bearbeitet = alle Auftrige haben gleiche Prioritét)

Mittlere Wartezeit in der Warteschlange:
— 1 1

i R
"5 P SE

Mittlere Wartezeit, bezogen auf alle Auftrige:

—_— 1 p

by =ply=2—""Ilg

2 I-p

Vergleich Fall a) mit Fall b):

Bei gleicher Auslastung liefert die Formel fiir konstante Bedienzeiten nur halb so grofle
Wartezeiten. Dies ist qualitativ gut zu erkldren, da ein System ,,konstante Bedienzeiten/negativ exp.
verteilte Ankunftszeiten sicher weniger unregelmiflig ist als ein System ,,negativ exp. verteilte
Bedienzeiten/negativ exp. verteilte Ankunftszeiten®.
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c¢) Rechenbeispiel

Grafische Darstellung der Wartezeiten 7, und ¢, als Funktion der Auslastung p in normierter
Darstellung. Es sind konstante Bedienzeiten angenommen.

by 1
tg  2(1-p)
by _ oty
Z‘SE Z‘SE
P 0 01 J02 Jo3 Jo4 Jos5 Joe [0.7 Jo.8 [09 095
t
% 0.5 |0.55 [0.62 |0.71 |0.84 |1 125 [1.65 |25 |5 10
SE
t*
% 0 0.5 |0.12 022 (034 |05 075 [1.15 |2 45 (9.5
SE
8 —|—
4__
| | | | | | | | | |
0 T 1 1 T T T T 1T | p
0 0.5 1.0
Bild:

Diskussion der Kurven:

{p=0: ?

Hochstens 1 Auftrag in der Warteschlange und der wartet im Mittel eine halbe Bearbeitungszeit.
Die mittlere Wartezeit aller Auftrage geht gegen Null bei minimaler Auslastung.

P =0.6 (=60% Auslastung):

Die mittlere Wartezeit entspricht etwa der Bearbeitungszeit.

0>0.8 (=80% Auslastung):

Die Wartezeiten steigen steil an.}
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5. Warteschlangen mit Prioritaten

Modell:

-- Eine Warteschlange mit allen Auftragen (intern geordnet nach den Prioritaten)
oder formelmiBig gleichwertig:

-- FUr jede Prioritat eine eigene Warteschlange. Abarbeitung der Warteschlangen in
Reihenfolge der Prioritaten

A1, Dy, pl — >

A2, Do, p2 —> >
# ’
Betriebsmittel. z.B. Festplatte

7\41, DID pl’l > > >"5 p5

Bild: Warteschlangenmodell

A Ankunftsrate der Gruppe 1

1

D, Prioritdt (Dringlichkeit) der Gruppe i

FormelmiBig gleichwertig wére eine einzige Warteschlange mit einer Reihenfolge der Auftrége,
sortiert nach Prioritét (die hochste Prioritdt D, vorne)
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a) keine Unterbrechung

Warteschlange:

Ankunftszeiten £4: negat. Exponent. Vert.
Bedienzeiten £ : * negat. Exponent. Vert. — ¢*=1
» konstant — ¢*=0
Disziplin: Auftrage werden in der Reihenfolge ihrer Prioritét abgearbeitet.

Keine Unterbrechnung. Hochste Prioritét: D=1

Prioritit D=1 (hochste Prioritét):

M(D:l):ﬁm&)

tw (D=1)=P(t, >0)-tw(D=1)=p-tw(D=1)

Fiir beliebige Prioritéten:

t, (D) ‘st (1+c%)

D

20-Y p)1-Y p))
ty (D)= P(t, >0)-1,,(D) = p-1,, (D)

tep =mittlere Bedienzeit, gemittelt iiber alle Prioritdtsgruppen.

Hochste Prioritit (D=1= D):kiirzeste Wartezeit
Niedrigste Prioritit: langste Wartezeit

Beispiel:
Gruppe 1 bis 4 gegeben mit 4; und D; . Die Abfertigungsrate sei p.
Gesucht 7, (3) =2

10
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b) mit Unterbrechung

Warteschlange:

Ankunftszeiten £4: negat. Exponent. Vert.
Bedienzeiten 7 : * negat. Exponent. Vert. — ¢*=1
» konstant — ¢*=0
Disziplin: Auftrage werden in der Reihenfolge ihrer Prioritét abgearbeitet.

Mit Unterbrechung. Die Bearbeitung eines Auftrags wird durch einen
ankommenden Auftrag hoherer Prioritét unterbrochen.

Prioritdat D=1 (hochste Prioritét):

ZW(D=1)=2ESI%(2)(1+CZ)

tw'(D=1)=P(t, >0)-tw(D=1)=p, -tw(D=1)

6. Aufgaben

Aufgabe 1: Warteschlangen ohne Prioritét

Ein Prozessor schickt Auftrige an die Festplatte. Ankunftszeiten nach negativer Exponentialverteilung.
Der Platten-Controller verwaltet die Warteschlange fiir die Auftrige (keine Prioritit).

Prozessor = Controller = Festplatte
80% Auslastung
200ms mittl. Bedienzeit
l. Wieviel Auftrige/s erhdlt der Platten-Controller?
2. Wie oft ist bei 1000 eintreffenden Auftrdgen der Abstand zwischen zwei Auftrigen grofer als 1 Sekunde?
3. Wie grof3 ist die mittlere Durchlaufzeit eines Auftrags, der in der Warteschlange steht?
4. Wie viele Auftrage stehen im Mittel in der Warteschlange?
5. Der Controller verteilt die Auftrage gleichméBig auf zwei Plattenspeicher. Um wieviel % wird dadurch die

Durchlaufzeit gegeniiber Frage 3. reduziert?

Aufgabe 2: Warteschlangen mit nicht unterbrechender Prioritét

Ein Prozessor bearbeitet die Programme mit einer konstanten Bedienzeit von 10 ms. Die zur Bearbeitung anstehenden

Programme sind in 4 Gruppen eingeteilt.

Gruppe A: Aa=10(1/s) Prioritdt: 2 nicht unterbrechend!
B: Ag =20 (1/s) 3
C: Ac=10(1/s) 1
D: Ap =10 (1/s) 3
l. Mittlere Wartezeit der Programme aus Gruppe B und C ?
2. Wieviel Programme (1/s) aus Gruppe B und C werden ohne Wartezeit sofort bearbeitet?
3. Wie lange dauert die Abarbeitung (Durchlaufzeit) eines Programms aus Gruppe C?

11
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4. Die Ankunftsrate ZC der Programme aus Gruppe C soll variabel sein. Zeichnen Sie die mittlere Wartezeit der
Programme aus Gruppe C als Funktion des Auslastungsgrads o
(Vorgehensweise:
Mittlere Wartezeit berechnen fir o, =0/ 0.2/
Ma@stab :

x-Achse: p.,1em=0.1
y-Achse: mittlere Wartezeit, | cm =1 ms )

5. Die mittlere Durchlaufzeit eines Programms aus Gruppe C soll 18ms nicht iiberschreiten. Entnehmen Sie aus
der Zeichnung die maximal zuldssige Auslastung 0. max -

6. Wieso geht die mittlere Wartezeit in der Zeichnung fiir 0. = 0 nicht auch gegen 0 ? (Begriindung
stichpunktartig)

Aufgabe 3: Warteschlangen mit unterbrechender Prioritét

Ein Prozessor arbeitet Programme mit einer mittleren Bedienzeit tse = 10 ms ab. Die Bedienzeiten sind nach einer
negativen Exponentialfunktion verteilt.

Die Programme besitzen verschiedene Prioritdiiten, héherpriorige unterbrechen niederpriorige Programme.
Warteschlangenbetrieb.

XA = 10 (1/s) D=1 (X = mittlere Ankunfisrate, D = Prioritdt)
A = 40 (1/s) D=2
Ac = 30 (1/s) D=3
1. Wieviel % der Programme haben Bedienzeiten, die groBer sind als
a) die mittlere Bedienzeit tse .
b) 50 ms.
2. Wie lange dauert im Mittel die Abarbeitung (Durchlaufzeit) eines Programms mit der hochsten Prioritdt?
3. Die Programme werden auf 2 Prozessoren gleichméBig verteilt. Die Bedienzeiten sind 20 %. hoher, da beide

Prozessoren auf einen gemeinsamen Speicher zugreifen.
a) Wie hoch ist die Auslastung (in %) der Prozessoren?
b) Wie lange dauert im Mittel die Abarbeitung (Durchlaufzeit) eines Programms mit der hochsten Prioritét?

12
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Aufgabe 4: Warteschlangen ohne Prioritét

Im Labor sind mehrere PCs iiber ein lokales Netz an einen Zentralrechner(Server) angeschlossen. Programme und
Daten der PCs sind auf der Platte des Servers abgespeichert und werden bei Bedarf von den PCs angefordert. Der
Server verwaltet die Auftrdge fiir die Platte (Warteschlange). Ankunftsrate und Bedienrate angendhert durch negative
Exponentialverteilung.

Server | |

Platte

Ep =10 ms
5400 U/min

1. Ankunftsrate pro PC: A=120 (Auftrdge/min). Pro Auftrag sind im Mittel 2 Spuren (auf dem gleichen Zylinder)
zu lesen (oder zu schreiben).
Berechnen Sie die Auslastung (%) des Servers als Funktion von n (n = Zahl der PC).

2. a) Wieviele (nl) PC sind maximal anschlieBbar
b) Wieviele (n2) PC sind maximal anschliebar, wenn die mittlere Linge der Warteschlange 5 Auftrdge nicht
iiberschreiten soll?

3. Die Halfte der Auftrage sind Schreib-Auftrage. Nach jedem Schreiben einer Spur wird jetzt automatisch ein
Kontroll-Lesen der Spur durchgefiihrt. Berechnen Sie die mittlere Bedienzeit (tse) des Servers.

4. a) Die Auslastung des Servers durch einen PC betrigt jetzt 10%. Ankunftsrate pro PC: A=120 (Auftrige/min).
Berechnen Sie die Bedienzeit tse.
b) Summieren Sie die Wartezeiten (tsum), die ein PC wahrend einer Stunde Betriebszeit am Server wartet,
wenn am Server 6 PC angeschlossen sind.

Ab hier: Semester-Ferien
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